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摘  要：针对机器人非线性系统轨迹规划中微分动态规划算法由于动力学导数计算导致的实时性差与梯度下

降慢问题，采用微分动态规划算法与无迹卡尔曼思想相结合的方式，以采样与差分方式代替动力学导数计算，

建立无迹微分动态规划算法。将无迹微分动态规划与微分动态规划在非线性的倒立摆模型上进行模拟仿真对比。

实验结果表明，系统参数相同时，无迹微分动态规划算法在保证良好的二阶收敛性和相同控制效果的前提下，

既能减少迭代次数，又对成本压缩更敏感，且梯度下降更快，同时缩短算法整体的运行时间。
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Abstract：The differential dynamic programming algorithm in the trajectory planning of the robot's nonlinear system due to the 

calculation of the dynamic derivative leads to poor real-time performance and slow gradient descent.Trackless differential dynamic 

programming algorithm adds Unscented Kalman thought to differential dynamic programming，using sampling and difference instead 

of dynamic derivative calculation.The traceless differential dynamic programming and differential dynamic programming are compared 

on the nonlinear inverted pendulum model.The experimental results show that when the system parameters are the same，the traceless 

differential dynamic programming algorithm can ensure good second-order convergence and control effect.The traceless differential 

dynamic programming algorithm can not only reduce the number of  iterations and the overall running time of the algorithm，but also has 

a better sensitivity of cost compression and a faster gradient descent.
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在机器人轨迹规划领域 [1-2]，微分动态规划算

法处理复杂高维非线性系统时有其独特优点 [3-5]，

但由于导数计算复杂，实时性差，在实际机器人控

制中带来一定挑战。因此，研究一种无导数计算的

微分动态规划算法，对于开发高性能的机器人控制

系统的精准实时控制至关重要。 

微分动态规划算法源于迭代线性二次调节控

制（iLQR），而iLQR只使用动力学一阶导数计算[6]，

虽然提高了运算速度，但是收敛速度不高 [7]。例如

iLQR 与预测模型（MPC）应用于仿人机器人，由于

实时性不强，算法常在收敛前终止 [8]。由于高阶非

线性系统结构复杂，任务需求大，需要快速计算，因

而采用微分动态规划算法（DDP）[9]，对于光滑离散

的系统具有良好的二阶收敛。但微分动态规划算

法需计算反向二阶动力学导数 [10]，而二阶导数计

算比较复杂且较大的占用运算空间，算法运行耗时
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较长。因此对微分动态规划优化方向是如何处理

海森矩阵。本文将微分动态规划算法与以无迹变

换（UT）为基础的无迹卡尔曼 [11]（UKF）相结合为

基础，以采样与差分方式代替动力学导数计算的思

想，建立无迹微分动态规划算法。将无迹微分动态

规划算法与微分动态规划通过非线性系统倒立摆

仿真对比，验证了无迹微分动态规划的诸多优点，

无需计算动力学导数。不仅保证了二阶收敛的特

性与微分动态规划算法收敛轨迹相同，而且实时性

优良，迭代次数减少，对于运行成本压缩更敏感，梯

度搜索更快。该研究对机器人轨迹规划实时控制

具有重要意义。

1  倒立摆模型

为了验证算法的可行性，本文采用文献 [12-

15] 中的倒立摆模型。倒立摆是典型的多变量、高

阶次、非线性、强耦合、自然不稳定的系统 [16]。倒

立摆系统的稳定控制是控制理论中的典型问题 ，

在倒立摆控制的过程中能有效反映控制理论中许

多关键的问题 ，例如非线性问题、鲁棒性问题、随

动问题、跟踪问题等，因此，倒立摆系统常被用来检

验新的控制算法的正确性及其在实际应用中的有

效性 [17]。

图 1 倒立摆模型

如图 1 的倒立摆小车的位移 x，摆杆与重力方

向的夹角 θ，小车质量 M，摆球质量 m，摆杆转轴心

到球心长度 l，输入控制量 U，摆球绕质心转动惯量

I。忽略阻力、摩擦与干扰，用拉格朗日（Lagrange）

方程建立倒立摆模型的动力学方程 [18]。
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其中相关参数如表 1。

表 1 无迹微分动态规划伪代码

无迹微分动态规划

 procedure UDP（x，u，ε）
repeat

K，l，δV ← backward pass using （9）-（17）
      x，u，δJ ← FORWARDPASS（x，u，K，l，δV）

   until � �J 
   return x，u

 end procedure

由（1）式求出关于
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选择状态变量，由于动力学方程为非线性，使

用时间步长为 h 的四阶龙格库塔法（Runge-Kutta）

对动力学方程离散求解 [19]。

2  无迹微分动态规划算法

系统的时间动力学方程通常采用：

x f x uk k k� �1 ( , ) � （3）

式中 x ∈ Rn 是系统状态，u ∈ Rm 是控制输入，

定义一个反映控制过程中误差或损失大小的目标

函数为
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其中 J 表示的总成本是运行成本，φf（XN）表

示最终成本的总和。等式后的第二项为中间过

程代价和。我们的目的是寻找一组 U*={u0，u2，

u3，…，uN-1} 使目标函数 J 最小。

对于非线性系统的目标函数，我们可以看做由

二次与非二次形式组成

J N

T

N N N N k

T

k k k k
k

N

k k k kx W x w x x W x R u w x r u� � � � � �
�

�

�1

2

1

21

1

( )

J N

T

N N N N k

T

k k k k
k

N

k k k kx W x w x x W x R u w x r u� � � � � �
�

�

�1

2

1

21

1

( ) � （5）

其中 W ∈ Sn
++ 和 R ∈ Sm

++ 分别是正定和正定

成本加权矩阵 ω∈ Rn 和 r ∈ Rm 成本权重向量。
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V*表示最优运输总成本，Q*表示迭代过程的成本，

这两个量将在时间步长 k 和 N 之间累计。如果遵

循最优控制策略，使用 Bellman 的最优性原理，这

个函数用递归关系表示：
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当认为这是一个迭代更新过程时，这就是经典

的微分动态规划 DDP 算法。由于复杂动力学系统

为非线性的，当 K=N 时，Vk* 二次方程，但当 k 为其

他值时为非二次形式。因此，在初始轨迹附近，V*
要进行局部近似：
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xx|k x| 分别是 Vk 的海森矩阵和梯度在

x 处取值。总时间成本 Q* 近似为：
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其中 Qxx、Qxu、Qux、Quu 为 Q* 的海森矩阵块，

Qx 与 Qu 为梯度向量。若直接按上式（8）计算海

森矩阵和梯度，即为经典算法微分动态规划。经

典迭代算法 iLQR 算法，海森矩阵中出现的二

阶导数计算量复杂，常常被忽略，导致系统收敛 

变差。

无迹微分动态规划为保持（8）式中的海森矩

阵和梯度数据信息，采用扩展卡尔曼思想以采样

差分的方式计算导数，具体处理过程如下（9）到

（16）。

使用下面的 Cholesky 因子分解生成一组 2

（n+m）个样本点
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将样本点看成列向量 H=［H1，H2，…，Hm+n］插

入下列矩阵
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其中 λ为缩放因子，� � �� � � � �2 ( ) ( )m n m n通常取值范围为 10-4 到

1，但常取极小的值，κ大于等于 0，通常取 0。高

斯分布时 β取 2，非高斯情况取其他值。此时，其

中V x x V x x V x V xk k
T

k
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xx|k x|和 Rk 中的数据信息被添加到状态与控制相

关的向量上，会通过动力学方程 xs-
i  =f -（xs

i，us
i）传

递。样本点在反向传递的过程中，海森矩阵表 

示为
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梯度向量 Qx 与 Qu 通过将V x x V x x V x V xk k
T

k
T( ) ( )� � � �� � � �

1

2
xx|k x| 投影到用于计算

海森值的样本点上，可以计算出这一点。
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的过程等价
于计算中心差分的近似处理，将解出结果带入 

下式：
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关于 δu 的最小化方程得到控制轨迹的如下修

正：
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它由常数项 lk 和一个线性反馈项 Kδx 组成，

将这些项代回各式得到式中的 Hk 和 gk：
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当成本迭代运算到 k 时刻时，成本预期变化

为：

�V Q Qk k

T
uu k u

T
kl l l� � � � （19）

从这里开始，执行向前递推过程，直至求出 u1，

结束前向递推。将新的状态控制 U 作为反馈修正

带入动力学方程，可计算出新的状态 X。然后不断

重复交替上述过程，直到满足终止条件 [20]，则收敛

到局部最优。

3  实验设计与结果分析

3.1 实验设计

用 MATLAB 书写倒立摆动力学模型与微分

动态规划及无迹微分动态规划代码，将两种算法

设置相同的参数，分别与倒立摆模型结合。由于

动力学方程为非线性，使用步长 h 为 0.2 的四阶

Runge-Kutta 法离散。我们的目标是使钟摆从它

的向下平衡摆动与重力方向夹角为 π，则目标状态

为 X x xN � �� ��� �  ，起始状态为 X=［0 0 0 0］，g
取 9.81 m·s-2，目标函数设置 WN=980I4x4，w=0.5I4x4。

根据仪器装置，仿真采用相关数据如表 2，实验过

程如流程图 2。
表 2 相关参数

M/kg m/kg R λ N l/m

15 1 0.01 1 50 1

图 2 实验过程图

3.2 实验结果分析

实验采用的图表由程序运行直接生成。

图 3 微分动态规划控制量变化

图 4 两种算法梯度下降对比图

两种算法的控制量得出如图 3 相同的结果，控

制量在时间步长 [0，500] 上不断变化，控制量 u 始

终处于 [-30，30] 范围内，从波峰到波谷不断震荡。

在相同的时间步长上，无迹微分动态规划与微分动

态规划控制量大小相同，因此，两种算法计算出的

控制量 U 的收敛轨迹相同，两者达到轨迹相同的

控制效果。

图 5 中微分动态规划算法的实际运行成本与

期望值之比在迭代步长上取值在 0.2 到 1 之间；图

5（a）中无迹微分动态规划算法的实际运行成本与

期望值之比均值大于 1，所以无迹微分动态规划对

成本更敏感，更易于向最优方向搜索控制量 U。

图 6 中每次迭代的运行成本 V 分析，条件与

参数相同时，起点总成本相同，与最后收敛到相同

成本时，无迹微分动态规划前 5 次迭代中成本迅

速下降，5 到 20 迭代过程成本变化量较少，稳定 
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2 640。而微分动态规划前 10 迭代成本迅速下降，

10 到 120 之间迭代过程，成本减少量不大，与无迹

微分动态规划收敛的成本相同 2 640。因此无迹微

分动态规划对成本压缩更快，对成本更敏感。

图 4 微分动态规划算法的运行成本梯度从一

个小于 1.1 大于 1 的值在迭代次数 [0，20] 的区间

内迅速递减，之后趋于平稳。而无迹微分动态规划

在迭代步长 [0，10] 上先递增后递减且最大梯度值

大于微分动态规划。最优值与梯度方向密切相关，

无迹微分动态规划先升后减的过程更易搜索局部

最优，因此，无迹微分动态规划能以较小的迭代次

数收敛到与微分动态规划相同的最优控制过程。

在算法中写入记录迭代次数，算法运行最终

价值及记计时等相关命令。算法仿真结束后，从

MATLAB 命令窗口得到表 3 数据：

表 3 微分动态规划结果相关数据

无迹微分动态规划

SUCCESS：cost change < tolFun
iterations：20
final cost：2644.956
final grad：2.367922e-07
time / iter：413 ms
total time：8.25 seconds，of which
derivs：0.1%
back pass：59.1%
fwd pass：5.2%
other：35.6%（graphics etc.）

=========== end===========

微分动态规划和无迹微分动态规划算法运行

结束，总成本与梯度都分别收敛于 2644.956，2.5e-

07，无迹动态微分规划迭代次数 20，每次迭代时

间 413 ms，而微分动态规划以每次 1 650 ms 的速

度，迭代 126 次。无迹微分动态规划不仅迭代次数

少，而且总的运行时间 8.25 秒远小于微分动态规

划总耗时 207.86 秒。

针对非线性系统轨迹优化中，微分动态规划算

法每次迭代过程的状态动作值函数导数计算比较

复杂，算法迭代次数多，且运行时间慢，不利于实时

控制等问题，运用改进的微分动态规划进行对比仿

真分析，仿真结果验证了无迹微分动态规划算法弥

补了微分动态规划的缺陷，如表 4 所示。

表 4 无迹微分动态规划结果相关数据

微分动态规划

SUCCESS：cost change < tolFun
iterations：126
final cost：2 644.956
final grad：2.907 287e-07
time / iter：1 650 ms
total time：207.86 seconds，of which
derivs：88.0%
back pass：2.2%
fwd pass：1.3%
other：8.5%（graphics etc.）

=========== end===========

无迹微分动态规划保持着微分动态规划算法

的优点，如各种条件相同时，在相同的时间步长上

                （a）无迹微分动态规划                                        （b）微分动态规划

图 5 实际减少与期望值比率

图 6 运行成本变化
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两种算法收敛的控制轨迹相同，且保证了二阶收敛

的特性。

无迹微分动态规划每次迭代搜索无需直接计

算状态动作值函数中海森矩阵。在对比实验中，无

迹微分动态规划相比于微分动态规划，迭代搜索次

数少，梯度下降快，对于成本压缩表现敏感且运行

总时间更少。

4  结论

（1）本文针对微分动态规划算法轨迹规划因导

数计算引起实时性不高与梯度下降慢问题，结合无

迹卡尔曼思想，用采样差分的方式替代导数计算，

建立无迹微分动态规划算法。

（2）用 Lagrange 方程建立非线性倒立摆模型，

基于控制变量法的思想，将两种算法设置相同参

数，在此模型上进行实验对比。

（3）实验结果表明，无迹微分动态规划算法不

但能用于非线性系统和保持二阶收敛的特性，而且

还减少了算法整体运行的时间。最后，由于该算法

蕴含无迹卡尔曼思想，因此在传播样本价值的基础

上，减少迭代次数，对于运行成本压缩更敏感，梯度

搜索更快。
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