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T形截面悬臂柱自重下弯扭屈曲无穷级数解与FEM验证
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摘 要：以自重作用下的 T 形截面悬臂柱为研究对象，研究其屈曲模态及屈曲荷载。基于板 - 梁理论和能

量变分原理，建立了位移和转角的变形曲线为三角函数无穷级数形式的 T 形截面弯扭屈曲总势能方程。根据

悬臂柱的边界条件、势能驻值原理，并引入无量纲参数，获得了 T 形截面悬臂柱在自重作用下的弯扭屈曲无

量纲无穷级数解。运用 ANSYS 有限元分析软件计算了长细比≥ 50 的 6 组 T 形截面悬臂柱在自重荷载下的特

征值屈曲解，并与位移函数取 50 项的精确理论解对比，最大误差为 1.45%；且随着长细比增大，误差越来 

越小。
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Infinite Series Solution and FEM Verification of Lateral-torsional Buckling of A 
T-section Cantilever Column Under Its Own Weight
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Abstract：Taking a T-section cantilever column under its own weight as the object to study its buckling mode and buckling load. Based 

on the Beam and Plate Theories and the variational principle，the total potential energy equation of T-section lateral-torsional buckling 

is established and the deformation curves of displacement and rotation angle are in the form of trigonometric infinite series. Considering 

the boundary conditions of the cantilever column and the principle of stationary potential energy，the non-dimensional parameters are 

introduced to obtain the non-dimensional infinite series solution of the lateral-torsional buckling of the column under its own weight. 

The buckling solutions of six groups of T-section cantilever columns with slenderness ratio ≥ 50 were obtained with software ANSYS 

and compared with the exact solution of the displacement function taking 50 terms. The maximum error reaches 1.45%，and the error 

becomes smaller as the slenderness ratio increases. 

Keywords：cantilever column；lateral-torsional buckling；variational principle of energy；finite element analysis

T 形截面是钢结构轴心受力构件中的一类重

要的截面形式。T 形截面构件可通过焊接、轧制或

H 型钢剖分获得，具有易加工的优点，广泛应用于

钢结构轴压构件中，而其在轴压作用下容易发生弯
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扭屈曲，需要对其稳定承载力进行分析。

国内外学者对薄壁 T 形截面构件轴压稳定性

的研究主要集中在理论、有限元模拟以及规范对比

方面。Mohri[1] 研究了包括 T 形截面在内的薄壁构

件受压的后屈曲平衡曲线。郭兵等 [2] 分别对 T 形

截面轴压钢构件的翼缘和腹板做了屈曲分析，提出

了翼缘和腹板的宽厚比限值公式。申红侠 [3] 研究

了《钢结构设计规范》（GB50017-2003）所提出的

焊接 T 形截面轴心压杆弯扭屈曲的换算长细比法，

使用有限元分析软件 ANSYS 验证了规范的合理

性。熊晓莉等 [4-5] 提出了一种 T 形截面压杆设计

计算的新方法——折算长细比法，并研究了剖分 T 

型钢压杆轴向压力分别作用于形心和剪心时的整

体稳定性。吴金池等 [6] 归纳总结了中、美钢结构

规范关于双角钢 T 形截面构件受压稳定承载力设

计方法的差异。近年来关于薄壁构件有限元分析

方法和理论研究也有所进展。张磊等 [7] 提出了壳

体单元模型精确模拟薄壁构件整体稳定性的方法。

张文福 [8] 以双轴对称的工字形轴压钢柱为例，在

Kirchhoff 薄板理论和 Euler 梁理论的基础上建立了

一种开口薄壁构件弯扭屈曲新理论。对于矩形悬

臂柱因自身重量而屈曲的问题，即著名的“旗杆问

题”，自重产生的轴向压力沿着杆长方向连续分布，

对应的屈曲平衡方程是变系数的微分方程，通常采

用能量法、有限单元法等近似方法求解。张文福 [9]

采用能量变分法，运用 Matlab 计算软件得到了矩

形悬臂柱自重荷载下位移函数取 50 项的弯曲屈曲

精确解。

本文基于板 - 梁理论 [10] 和能量变分原理 [11]

解决了 T 形截面悬臂柱在自重下的弯扭屈曲问题，

得出了 T 形截面悬臂柱在自重作用下的弯扭屈曲

荷载。运用 ANSYS 有限元分析软件验证理论计算

结果，结果表明了理论的正确性，可为工程设计提

供参考。

1  理论计算

1.1 板 - 梁理论

以图 1 所示的 T 形截面柱为研究对象，引入

了两套坐标系：整体坐标系 xyz 和局部坐标系 nsz。

这两套坐标系与 Vlasov 坐标系类似，均符合右手

螺旋法则，整体坐标系的原点选在截面形心 C，各

板件的局部坐标系原点选在板件形心。

已知：钢柱的长度为 L；翼缘的宽度为 b；厚度

为 tf；翼缘的弹性模量为 Ef，剪切模量为 Gf，泊松比

为 μf；腹板的高度为 hw，厚度为 tw；腹板的弹性模量

为 Ew，剪切模量为 Gw，泊松比为 μw。

图 1 T 形截面的坐标系与变形图

板 - 梁理论的基本假设为钢周边假设和变形

分解假设，其中平面内弯曲变形根据 Timoshenko

梁力学模型确定；平面外扭转变形根据 Kirchhoff

板力学模型确定。由此推导得出了形心和剪心的

新定义，详见文献 [10]，此定义适用于不同材料组

合截面的构件。

T 形截面柱的总应变能可表示为
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腹板的初应力势能可表示为
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其中， 1 0we y∆ = − 。翼缘的初应力势能可表示
为
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其中， 2 0fe y∆ = + 。

因此，总的初应力势能为
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其中，( )2

p comp
r 为张文福 [10] 依据板 - 梁理论推导得

到的截面对剪切中心的极回转半径的平方，可以考

虑翼缘和腹板为不同材料的情况。
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对于使用同一种材料的情况，有
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综上，T 形截面柱在自重下发生弯扭屈曲的总

势能可以表示为
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1.2 弯扭屈曲无穷级数解

根据一端固接一端自由的边界条件，未知函数

绕剪心的转角 ( )zθ 和剪心沿 x 轴的侧移 ( )u z 如图

2 所示，设为

（a）模型整体图            （b）悬臂柱变形图

图 2 自重下 T 形截面悬臂柱计算简图
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因此，
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将式（15）～（18）代入式（12），根据势能驻

值原理，即作用着外力的结构体系，其位移有微小

变化而总的势能不变，即总的势能有驻值时，则该

结构体系处于平衡状态，可表示为

= ( ) 0U V∂Π ∂ + =   （19）
为求得极限屈曲荷载，先计算
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将式（20）乘以
3

2
y

L
h EI ，并引入以下无量纲参

数和相关表达式
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所得的无量纲屈曲方程用矩阵形式表示为

  （24）

上述方程的解即为所求单轴对称 T 形截面

悬臂柱受轴向压力发生弯扭屈曲时的临界屈曲 

荷载。

2  有限元验证

2.1 建立有限元模型

2.1.1  选择单元

借助有限元分析软件 ANSYS 对自重荷载作用

下的 T 形截面悬臂柱的屈曲行为进行数值模拟。

为了精确模拟薄壁构件整体稳定性，单元选用 4 节

点有限应变壳单元 SHELL181。

2.1.2  定义几何参数和材料本构关系

柱高为 L，T 形截面腹板高为 hw=0.3 m，厚度为

tw=0.008 m，翼缘宽度为b=0.1 m，厚度为 tf =0.006 m，

钢材取 Q235 型号的钢材，弹性模量 Es=1.06×105 

MPa，泊松比为 μs =0.3。

2.1.3  建立几何模型并划分网格

建立一个腹板高为 hw，厚度为 tw，翼缘宽度为

b，厚度为 tf 的 T 形截面柱，如图 3 所示。

（a）模型整体图                    （b）柱细部图

图 3 模型概况
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2.1.4  施加约束

有限元模型模拟悬臂柱，需模拟一端固定的边

界条件，即限制一端全部节点的 3 个平动和 3 个转

动自由度，如图 4 所示。

图 4 约束边界条件图

2.1.5  施加荷载

通过对模型上所有的节点施加单位荷载 1 来

模拟柱体所受的自重荷载，如图 5 所示。

图 5 荷载施加情况

2.1.6  求解

根据有限元屈曲分析的一般步骤，先进行静力

分析，再选择 ANTYPE，BUCKLE 命令进行特征值

屈曲分析。

2.1.7  后处理

后处理器可导出弯扭屈曲模态图和屈曲荷载

系数表，最终的屈曲荷载为最小屈曲荷载系数与所

施加的荷载的乘积。由图 6（c）断面图可以看出截

面发生了侧向弯曲屈曲以及扭转，即为 T 形截面悬

臂柱轴压作用下的弯扭屈曲模态。

2.2 有限元验证

本文较为细致地分析了长细比因素的影响，分

别建立了长细比为 50、100、150、200、250、300 的 6

组悬臂细长柱有限元模型，屈曲荷载有限元模拟结

果与理论推导所得的结果如表 1 所示。

（a）屈曲整体图

（b）屈曲局部图

（c）断面图

图 6 屈曲形态图

表 1 有限元结果与理论结果的对比

L/b Pcr（50 项解析解）/kN Pcr（FEM 解）/kN 误差 /%

50 4 567.95 4 635.16 1.45

100 1 147.43 1 158.79 0.98

150 507.03 511.34 0.84

200 287.73 290.08 0.81

250 184.31 185.74 0.77

300 128.03 129.01 0.76

注：误差 =（Pcr（50 项解析解）-Pcr（FEM 解））/Pcr（FEM 解）

从表 1 可看出，本例中公式推导所得到的结果

与有限元结果的误差均在 1.5% 以内，已经完全达

到工程计算对精确度的要求。并且，两者的误差随

着长细比的增大而减小。
（下转第 26 页）
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然科学版），2017，49（2）：164-171.

3  结论

（1）板 - 梁理论可以求解自重荷载作用下的轴

压构件屈曲荷载，并且对于长细比大于 50 的细长

T 形截面悬臂柱误差在 1.5% 以内，精度较高。

（2）ANSYS 有限元软件中 SHELL 单元适合用

于分析薄壁构件，T 形截面悬臂柱在自重荷载作用

下发生弯扭屈曲，与理论假设相一致。

（3）板 - 梁理论根据经典理论将薄壁构件各板

件的屈曲变形分解为平面内的弯曲变形和平面外

的扭转变形，并分别按 Timoshenko 梁和 Kirchhoff

板力学模型确定，根据能量变分原理计算求解。相

较于传统 Vlasov 理论，物理过程清晰明确、容易理

解，适合薄壁构件的屈曲分析。
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