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基于光热膨胀效应的光驱自激单摆

葛大丽

（安徽建筑大学  土木工程学院，安徽  合肥  230601）

摘  要：自激振荡可利用运动状态反馈等机制实现自主吸收环境能量，开发新型自激振荡系统可推动自适应

主动机器的进一步发展。基于光热膨胀材料提出一种单摆结构，通过建立光热响应摆动力学模型，从理论上

研究了单摆的光驱自激振荡现象。结果表明，单摆有静态模式和振荡模式两种运动模式。在阐明了自激振荡

机理及其触发条件后，进一步全面探讨了系统参数对振动幅值和频率的影响。
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Optical Drive Self-excited Simple Pendulum Based on Photothermal 
Expansion Effect

GE Dali
（School of Civil Engineering，Anhui Jianzhu University，Hefei  230601，China）

Abstract：The self-excited oscillation can absorb environmental energy autonomously by the motion state feedback mechanism，and 

the development of a new self-excited oscillation system can promote the further development of adaptive active machines.Based on 

the photothermal expansion material，a simple pendulum structure is proposed.By establishing the dynamic model of the photothermal 

response pendulum，the self-excited oscillation phenomenon of the simple pendulum is theoretically studied.The results show that the 

pendulum has two modes：static mode and oscillatory mode.After clarifying the mechanism of self-excited oscillation and its triggering 

conditions，the influence of system parameters on the amplitude and frequency of vibration is further discussed comprehensively.

Key words：Photothermal expansion；Self-excited vibration；Photothermal drive；Simple pendulum.

利用材料的光热膨胀效应吸收光能并将之转

换为热能实现微驱动，具有能源清洁、结构简单、非

接触、可远程操控、主体可微小化和集成化等优点，

是一种具有广泛应用前景的新型微驱动机构，并吸

引众多学者关注 [1-3]。一方面随着新型智能材料

的深入研究，已证实碳纳米管、石墨烯和氧化石墨

烯等具有良好的光热效应 [4-7]；另一面自激振荡在

稳定环境下以自身的运动状态为调节器，平衡输入

能量和耗散能量，实现连续周期性运动。在机器人

领域得到了广泛的应用，比如稳定步行的双足膝关

节机器人 [8]、三足机器人 [9]，在摩擦碰撞下运行的

啄木鸟机器人 [10]，管道爬行微机器人 [11]、游泳机器 

人 [12] 等。

在以光热效应为主的系统可实现自激振 

动 [13-14]。随着光热响应材料研究的深入，虽然基

于光热响应材料的自激振荡研究取得了一定进展，

但自激振荡的模式研究还不够充分，限制了自激振

荡的潜在应用。本文以普通光热膨胀材料作为摆

线构造单摆，并根据光热效应建立了单摆变摆长控

制方程，通过数值计算，研究了光热响应摆的自激
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摆动特性。

1  模型和公式

1.1 单摆动力学方程

如图 1 所示，在稳定光照射下由光热膨胀材料

制作的单摆。由质量忽略不计的光热胀纤维制成

的摆线一端系在固定点上 O，另一端悬挂一个大小

忽略不计且质量为 m 的摆球。单摆中心区域为无

光照暗区，其余两侧区域对称光照，其中光照区边

界与对称轴 Ox 的夹角为 φ。图 1 中单摆在摆动过

程中，摆线在中间暗区逐渐收缩，在暗区外的光照

区逐渐伸长。单摆的位置可以用随时间 t 变化的

摆长 r 和摆角 θ表示。在平面极坐标系中，两个相

互垂直的单位矢量 er 和 eθ 分别沿摆长 r 和摆角 θ
增加方向。

图 1 基于光热胀摆线的光热响应摆示意图

单摆在摆动过程中，摆球沿 eθ 方向和 er 方向

的速度和加速度分别为

v r a r r v r a r rr rθ θθ θ θ θ= = + = = 





 

, , -2
2 � （1）

其中 r 和 θ 分别是一阶导 d dr t和 d dθ t ，r 和 θ

分别是二阶导 d d
2 2r t和 d d

2 2θ t 。
如图 1 所示，mg 表示摆球所受重力，F 为摆线

张力，Fθ 和 Fr 分别表示摆球的空气阻尼力在 eθ 和
er 方向分量，忽略摆线的空气阻尼力。假设摆球的

空气阻尼力大小与球的速度成正比，方向与球的速

度相反。单摆的动力学控制方程为

m r r mg r( ) - sin -



 θ θ θ βθ+ =2 � （2a）

m r r mg r F( - ) cos - -



θ θ β2 = � （2b）

其中 β为线性空气阻尼系数。为了研究具有

光热响应的单摆的光热运动及其机理，将式（2）改

写成：





θ
β
θ θ= +-( ) - sin

2r
r m

g
r

� （3a）

F mg r m r r= cos - - ( - )θ β θ 



2 � （3b）

1.2 热胀纤维光照理论

与摆球尺寸比较，摆线半径非常小，因此忽略

光照对摆球尺寸的影响，只考虑热胀纤维摆线的光

热交换且摆线温度均匀，由光热效应知，摆线在将

光能转化为热能时温差 T 与光源照射强度 q 之间

满足以下关系式：

T q kT

c

=
−
ρ � （4）

其中 ρc 比热，k 散热系数。由（4）式可得，

在光照区：T T e t=
0

1( - )
- /τ � （5a）

而无光照时即光照强度 q=0，则
在暗区：T T e t=

0

- /τ � （5b）

其中，T q k
0
= / 代表热胀纤维在无限时长光照

下趋近的极限温差，τ ρ= c k/ 反映了热胀纤维与环

境热交换的特征时间，τ越大表示热胀纤维线达到

极限温差T0所需要的时间越长。

假设摆线弹性模量很大，忽略弹性应变，热胀

摆线温度变化可使得摆线长度发生变化，假定热胀

纤维的热应变与温度变化成线性关系。因此，摆线

的长度 r 可以用如下公式计算：

在光照区：r r T e t= +
0 0

1 1[ ( - )]
- /α τ � （6a）

在暗区：r r T e t= +
0 0

1( )
- /α τ � （6b）

这里 r0 为摆线置于暗区无限时长情况下的极

限长度，α为材料的线性热膨胀系数。

1.3 单摆动力学方程求解方法

为简化分析，首先定义如下无量纲参数t t= /τ，

T T T= /
0
，r r r= /

0
，ε α0 0= T ，β βτ= / m，g g r r g= = ( ) = ( )τ τ τ τ2

0 0

2

0

2

/ / / /

g g r r g= = ( ) = ( )τ τ τ τ2

0 0

2

0

2

/ / / / ，F F mr= τ 2

0
。这里 t 反映

热胀摆线经历实际时间 t 与其达到极限温差 T0 所

需要的时间 τ的比值，可以用 t 表征实际时间 t 大
小；T 反映热胀摆线实际温差 T 与其极限温差 T0

的比值，可以用T 表征热胀摆线实际温差 T 大小；

ε0 表示热胀摆线的极限热胀应变；β 可用来表示热

胀摆空气阻尼耗散能量的速度；利用单摆的自振周

期τ
0 0
= r g/ 可得 g = ( )τ τ/

0

2

，g表示热胀摆相对于
自由振动速度的传热速度，g越大反映系统传热越

快；无量纲参数 F 用来表征热胀摆线张力的大小。
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在定义无量纲参数后，等式（5）和（6）可变成如下

无量纲方程：

在光照区，即 -ϕ θ ϕ≤ ≤ 时：

T e r et t= = +1 1 1
0

- ( - )
- - ε � （7a）

在暗区，即θ ϕ< - 或θ ϕ> 时：

T e r et t= = +- - 1
0
ε � （7b）

引入如下微分等式
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可将式（3a）的单摆的动力学控制方程变成如

下无量纲方程，

在光照区，-ϕ θ ϕ≤ ≤ 时：
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在暗区，θ ϕ< - 或θ ϕ> 时：
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式（3b）变为

F g r r r
t

= +cos - - ( )θ β
θ

 

d

d

2 � （10）

热胀摆动力学由方程（9）和（10）构成的二阶

微分方程组完整描述，但很难获得解析解。本文利

用单摆初始状态参量 θ0，θ0作为（9）式微分方程的

边界条件即θ θt = =0 0 ，
d

d

θ
θ

t t = =
0 0

 ，在初始状态参

量 θ0 和 θ0已知且给定振动系统无量纲物理参量 φ，
ε0，β ，g情况下，利用经典四阶龙格库塔公式编写

matlab 程序求解（9）式常微分方程，在获得单摆的

摆角θ ( )t 和 θ ( )t 的数值解后，进一步根据（7）式和

（10）式得到T t( ) ，r t( ) 和 F t( )。

为说明本文光热膨胀单摆的实际应用前景，

在计算中取如下典型参数值：k=10-1 W·m-1，ρc=103 

J·kg-1·K-1，α=10-3 K-1 [15]，q=103 W·m-1·K-1，β= 
10-3 N·m-1·s[16]，g=10 m·s-2，r0=10-2 m，m=10-3 kg，
d

d
rad s

-1θ
t t= = ⋅

0
1 。其中 q，r0，m 和

d
d
θ
t 等可根据实际

工况灵活调节，则相关无量纲参数范围取 θ0 =0-1，

ε0=0-0.6，β =0-0.1，g =0-4。

2  两种运动模式和自激振荡机理

2.1 两种运动模式

图 2 给出了给定参数 θ0，θ0，φ，ε0，β 和 g 时光

热胀摆两类典型时程曲线。结果表明，单摆存在两

种运动模式：静态模式和振荡模式。数值计算时

θ0=0，θ0 =0.16，φ=0.1，β =0.04，g =0.7。单摆具有

初始角速度，当 ε0=0 时，如图 2（a）所示，在空气阻

尼作用下，摆动过程中摆幅逐渐减小，最终，单摆在

中间位置停止，称为静态模式；当 ε0=0.2 时，如图 2

（b）所示，在光的照射下，虽然该系统有阻尼，但来

自光能的补偿可维持单摆连续摆动，最终发展成自

激振荡，称为振荡模式。

（a）ε0=0 的静态模式      （b）ε0=0.2 的振荡模式

图 2 热胀摆两种运动模式的时程图

2.2 自激振荡机理

为了探索自激振荡的机理，在图 3 绘制了热胀

摆的自激振荡机理图。其中，θ0=0，θ0 =0.16，φ=0.1，
ε0=0.2，β =0.04 和 g =0.7。图 3（a）绘制了摆角的

时程曲线，显示单摆发展为振荡模式后摆线在光照

区和暗区交替周期性摆动。当 − ≤ ≤0 1 0 1. .θ 时，摆

线处于中心暗区，其余位置处于两侧光照区。图 3

（b）和（c）分别绘制了自激振荡过程中摆线温差T
和摆长r 的演化规律。当摆线处于光照区，温差逐

渐增大，摆长逐渐增大；当单摆处于中心暗区时，摆

线温差逐渐降低，长度渐渐缩短，随着单摆的周期

性摆动，热胀摆线的温差和摆长周期性变化。图 3

（d）绘制了单摆自激振荡半周期内的 F 与r 关系图。

单摆在光照区与暗区交界位置进入暗区，摆线发生

如图 3（d）所示点①向点②的长度不变、张力突然

减小的变化，然后摆线在暗区沿点②至点③曲线变

化，同理摆线从暗区进入光照区有图示点③到点④

的 F 突然增大，之后在光照区沿点④至点①的变化。

由此在半周期内 F 与r 形成图示①②③④①的循

环变化。图 3（d）中 F 与r 曲线所围成的阴影面积

表示张力 F 在单摆半周期内所做净功的大小，一个

完整振荡周期内 F 所做净功是阴影面积的两倍，这

是自激振荡的能量输入，与系统空气阻尼耗散的能

量平衡时，单摆就可以连续振荡。
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          （a）θ与 t             （b）T 与 t

          （c）r 与 t           （d）F 与 r
图 3 热胀摆的自激振荡机理

3  结果和讨论

图 1 中热胀摆动力学控制方程式（9）和式

（10）有六个无量纲参数 θ0，θ0，φ，ε0，β 和 g，在本节

全面研究这六个参数对自激振荡的触发条件、频率

和振幅的影响。

3.1 初始角速度 θ0的影响

图 4 显示了初始角速度 θ0对单摆摆动的影响，

其中 θ0=0，φ=0.1，ε0=0.2，β =0.04 和 g =0.7。图 4

（a）绘制了 θ0 =0.07 时单摆的时程图。从图可见，

单摆的初始最大摆角小于暗区夹角，单摆系统无能

输入将一直处于暗区，由于空气阻尼的能量耗散，

摆幅逐渐减小，最后趋于静止，为静态模式。图 4

（b）是 θ0 =0.08 时的摆动时程图。结果表明，单摆

的幅值先增大后渐近于一个固定值，即振荡模态。

如前所述，单摆在光照区和黑暗区之间交替摆动

时，会自动吸收光，形成单摆自激振荡，在 θ0 =0.08

时单摆存在静态模式向振荡模式过渡的临界状况，
θ
0

0 08≥ . 时单摆均为振荡模式。图 4（c）绘制了单

摆在不同 θ0情况下进入自激振荡后的振动时程曲

线图，显示自激振荡的频率和振幅相同。振动系统

中的初始条件除 θ0 之外还有 θ0，参数 θ0 可以通过

能量关系转变为对应数值的 θ0，所以本文不单独讨

论 θ0 对单摆系统的影响。图 4 结果表明，本文单

摆的振动频率和振幅与系统的初始运动状态无关，

这一特征与自激振动特性 [17] 相吻合。

3.2 暗区范围 φ的影响

图 5 显示了暗区范围对单摆摆动的影响，其中

θ0=0，θ0 =0.16，ε0=0.2，β =0.04 和 g =0.7。图 5（a）

绘制了 φ=0.22 时的摆动时程图。从图可见，初始

摆角大于 φ时，单摆在光照区和暗区振幅交替增大

摆动。结果表明，单摆振荡模式被触发后将保持等

幅振动。在图 5（b）中绘制了 φ=0.23 时单摆的时

程图，如前面所述由于暗区范围太大，单摆的初始

机械能不足，导致单摆无法摆出暗区，无光能输入

最后趋于静止，为静态模式。单摆振荡模式向静态

模式过渡的暗区夹角 φ为 0.22。图 4（c）绘制了单

摆在不同 φ值振动时程曲线图，结果表明随着 φ值

增大振幅不断减小，振动频率无明显变化，这一结

果是由于能量输入与阻尼耗散之间的能量竞争形

成。工程应用时可减小暗区面积增大能量输入，提

高光能转换效率。

3.3 极限热胀应变 ε0 的影响

图 6 显示了极限热胀应变 ε0 对单摆摆动的影

响，其中 θ0=0，θ0 =0.16，φ=0.1，β =0.04 和 g =0.7。

图 6（a）绘制了 ε0=0.11 对应的单摆时程图，为静

态模式。这是因为摆线的小应变不能提供足够的

能量输入，无法补偿空气阻尼耗散的能量。图 6

（b）绘制了 ε0=0.13 时单摆时程图，结果表明该单

摆自激振荡被触发，在这种情况下，光热驱动的单

摆摆线张力做净功可以为振荡提供足够的能量输

入。图 6（c）单摆在不同 ε0 值振动时程曲线图，在

ε0=0.13 是静态模式向振荡模式过渡的临界值，计

（a）θ0 =0.07 时静态模式时程图  （b）θ0 =0.08 时振荡模式时程图    （c）不同 θ0时程曲线图

图 4 θ0对热胀摆摆动的影响
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算结果表明随着 ε0 的增大自激振动的振幅明显增

大，而振动频率虽有变化但不显著。因此，为了提

高光热响应摆的工程应用，需要增大材料的极限热

胀应变，使光能有效转化为机械能。

3.4 阻尼系数β 的影响

图 7 展示了阻尼系数 β 对单摆摆动的影响，

θ0=0，θ0 =0.16，φ=0.1，ε0=0.2 和 g =0.7。图 7（a）绘

制了β =0.06 情况下单摆的时程图，为振荡模态。

图 7（b）绘制了β =0.07 时的单摆时程图，为静态

模式。这是由于阻尼耗散能量太快，系统能量输入

不足导致的。通过比较图 7（a）和图 7（b）可知在

β =0.06 和β =0.06 之间出现振荡模式向静态模式

的转变，且β ≥ 0 07. 时单摆均无法触发自激振动。

通过图 7（c）不同β 值的自激振动计算表明减小β

可使单摆振幅显著增大，而振动频率略微减小。在

工程应用中可适当减小 false 实现较大能量传输。

3.5 热交换速度 g的影响

图 8 展示了相对热交换速度 false 对单摆摆

动的影响，其中 θ0=0，θ0 =0.16，φ=0.1，ε0=0.2 和 β
=0.7。图 8（a）和 8（d）分别绘制 g =0.1 和 g =3.6

情况下单摆的时程图，均为静态模式。而图 8（b）

和（c）结果表明当 g =0.2 和 g =3.5 时，自激振荡被

触发。较小 g值表明热交换较慢，摆线在摆动过程

中变形较小，单摆通过摆线张力做净功吸收的光能

不足以补偿空气阻尼耗散的能量来维持振荡。对

于大 g 摆线，摆线热交换太快，只在穿过光照区和

          （a）φ=0.22 时振荡模式时程图      （b）φ=0.23 时静态模式时程图    （c）不同 φ振动时程曲线图

图 5 φ对热胀摆摆动的影响

（a）ε0=0.11 时静态模式时程图  （b）ε0=0.13 时振荡模式时程图  （c）不同 ε0 振动时程曲线图

图 6 ε0 对热胀摆摆动的影响

（a）β =0.06 时振荡模式时程图；（b）β =0.06 时静态模式时程图；（c）不同β 振动时程曲线图

图 7 β 对热胀摆摆动的影响
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暗区的交界处迅速变形，其他位置几乎不变形，这

样单摆也无法吸收充足光能维持振荡。图 8（e）计

算结果表明，0.2≤ g ≤0.35 时适当提高 g 对增大振

幅和振动频率均有益处，这一效应可作为提高光能

向机械能转化效率的有效依据。

4  结论和展望

本文以普通光热膨胀材料为摆线，构造了一种

新型自激振荡单摆，利用经典单摆动力学方程并结

合光热膨胀材料模型，建立了光热膨胀摆的动力学

模型，全面研究了单摆的自激振荡行为，得出结论

如下：

（1）当光热膨胀摆在摆动中心两侧受照射时，

存在静态和振荡两种运动模式。

（2）阐明光热驱动自激振荡机理是输入能量足

以补偿阻尼耗散能量时，单摆可自持续摆动。

（3）缩小中心无光照暗区范围、降低空气阻尼

耗散、提高材料热胀应变或控制材料光照传热速度

等措施均可有效增加自激振荡单摆的振幅，而频率

几乎仅材料光照传热速度影响。

在后期工作中我们将通过相应的实验进一步

证实本文研究结果，从而推动光驱动自激振荡在能

量采集、信号传感、软机器人等方面的潜在应用。
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